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平面において，原点を中心とする半径の円をとする。を正の実数とし，点

，を通り，傾きの直線をとする。との交点で，と異なるものをと

し，と直線の交点をとする。また，におけるの接線をとし，と

直線の交点をとする。

 直線の方程式をを用いて表せ。

 が正の値をとって動くとき，線分の長さの最小値と，そのときのの値を求

めよ。

 で求めたの値に対して，点を通り，を等分する直線の方程式を

求めよ。

 ：……①， ：    ……②

①，②からを消去すると   
   

整理すると 
     よって ，



 




 
を①に代入すると 

 

 

したがって，点の座標は  


 

 

 

よって，接線の方程式は 


 


 

 


すなわち       ……③

 ①にを代入して整理すると 



よって 




 

③にを代入して整理すると 
 


よって 

 


 

であるから 
 


 







  







･･






等号は



すなわち のとき成り立つ。

したがって， のとき最小値 をとる。

  のとき    ， 

よって     
   

  

の二等分線と線分の交点をとすると

 

 ･   ･

 




 
であるから 



 
 

求める直線の方程式は


  




 

 すなわち   
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を正の定数とし，を原点とする座標平面上の放物線  をとする。上に

点 ，  と ，  がある。ただし，とする。

 



であるための条件は


 
であることを示せ。

 



のとき，




であることを示せ。

 とが



を満たしながら動くとき，△の重心の軌跡を求め

よ。











 直線，の傾きはそれぞれ，である。





であるから ･

よって 

 

……①

 



であるから，三平方の定理により

      
 

   
 



   

 


 

相加平均相乗平均の大小関係により  

 


 ･

 





等号は  

 
すなわち




のとき成り立つ。

同様に   

 


  ･

 




等号は   

 
すなわち




のとき成り立つ。

したがって，は



で最小値 










をとる。

すなわち 




 ，とおくと 
 


，

 



ここで 
 



    




 


から  ①から 




これらを
    


に代入すると 

  




  





よって，の軌跡は 放物線  
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の範囲で定義された関数

     

を考える。ただし，，は正の実数とする。

  として，   を，，を用いて表せ。また，のとりうる値の

範囲を求めよ。

 等式   を満たすが存在するような点 ， 全体からなる領域を座標平面

上に図示せよ。

 から  

よって 
 



ゆえに    ･
 







 






また   




より












であるから 




 






したがって，のとりうる値の範囲は 

    



 




とすると

   







 














等式   を満たすがの範囲に存在するための条件は，   を

満たすが の範囲に存在すること……＊である。



  




 

，から



，   

 



 すなわち のとき

＊  



であるから










分母を払って    

よって 
     



 



  



  



すなわち のとき

＊    であるから





 

よって 
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，から，求める領域は右の図の斜

線部分である。ただし，境界線は座標

軸上を含まず，他は含む。

 直線 ，









の交点の座標を求めると

 



，



この点において，直線









は円 
     に接している。
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実数に対して，関数   ，   を      ，   



とし，

    


      とする。

    を満たすの値の範囲を求めよ。

 で求めたの値の範囲において，関数            を考える。この

とき， 


      となるの値を求めよ。

     


       





  


      







 






  




 
  





  







 






  


 
   



    

よって，   から     

したがって 

  


       


             

  


          



    

       



         




    

   であるから， 


      のとき  



     ……①

ここで  



     




       


 
         

 




 


  


      


  


  

よって，①から 


  


  

ゆえに 
     

     

したがって     

であるから 
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を実数とする。

 のとき，    


      を求めよ。

 が



の範囲を動くとき，   の最大値を求めよ。

    
     とすると       

   



     とすると

   ，   
 




，   




，   

 のとき

    


   




          
 





 すなわち



のとき

    


    


    




    




   

        ･





  








 





  






 


  



 



  





 すなわち



のとき

    


    


     


   




    




    




   

            ･



･

  








  




……①

 のとき     
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①にを代入すると



となるから，①はのときにも成り立つ。

以上をまとめて 



のとき    




  








のとき    




  





 のとき    
 





 から，



のとき    




  




，    

 

    をで微分すると     
 

よって，    は単調に増加して，更に    ，  









  …  …




      

  



 極小 





であるから，    を満たすが





の範囲にただつ存在する。

それをとすると，



における   

の増減表は右のようになる。

よって，   はのとき最大値



をとる。
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 空間において，原点を中心とする半径の球面：    ，および 上

の点 ，， を考える。 上のと異なる点  ，  ，  に対して，点，を

通る直線と平面の交点をとする。

 は実数とおくとき，を，，を用いて表せ。

 の成分表示を  ，  ，  を用いて表せ。

 球面と平面 



の共通部分が表す図形を とする。点が 上を動くとき，

平面上における点の軌跡を求めよ。

 から  

よって    ……①

 ①から    ，，   ，  ，    ，  ，  

は平面上の点であるから   

はと異なるから   よって 


 

ゆえに  


 
，



 
，

 点が上を動くから 
 


 


 ，  













 

     

 

よって 
 


 




……②

 


 
，



  
，

 ，， とすると




 
，



  
 

よって  



，  





これを②に代入して


 







 








  
    

   

  
   

したがって，点の軌跡は点 ，， を中心とする半径 の円である。
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 を定数とし，正の数からなる数列  は
 
      を満たすとする。

このとき，
 





が成り立つことを示せ。

 自然数，に対して

       


  






  
   

が成り立つことを示せ。

 は定数で，とする。自然数に対して，集合

 は
 






   を満たす自然数

の要素の個数を  とする。このとき，
 





が成り立つことを示せ。

      ，，……とおくと，条件から
 
  

      の両辺を乗して

 


   すなわち  

  

よって
 







 
 





  

 



  
















 曲線



と軸，直線，

は自然数で囲まれた部分の面積を考えると



  


  









  






 

      

であるから



  
    




……①

①の左側の不等式はのときも成り立つから




   

よって，①から     



   

すなわち     



   

ゆえに
  

 

      
  

 







  

 

     

よって        


  






  
  

 条件を  を用いて表すと
 






  


 

 




  

この不等式とから

       


  






  




……②
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     ……③

②から        




ゆえに      



    ……④

③から 



     ……⑤

④，⑤から



     




   

ここで
 
      

 




   
であるから

 
       





よって，から
 


 


･






ゆえに
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を原点とする座標平面上の曲線



 

をとする。点 ，



  におけるの

接線をとし，と軸との交点をとする。また点

から軸に下ろした垂線をとする右図参照。曲

線と軸および線分で囲まれた図形を軸の周り

に回転させてできる立体の体積を    とする。また

△，△を軸の周りに回転させてできる円

錐の体積を，それぞれ    ，    とする。

    ，    ，    を求めよ。

 不等式            を用いて，
 


 

を求めよ。

     










  


   


 



   


  

   







 








 









から  









 ，



におけるの接線の方程式は 












  

すなわち 


  


















とおくと


  


















よって 




したがって    







 


  







 










            であるから




 








   



 










各辺を



   で割ると




･







 






･












ここで
 
 ･












 








 














 
 ･

















 








 





















したがって
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自然数に対して，次正方行列  を

  
 

 
，    

 

 
  

により定める。また，次正方行列  は

   
 

 
  

 

 
 

を満たすとする。

 数学的帰納法を用いて   
     

  
  が成り立つことを示せ。

 ある次正方行列に対して，    がすべてのについて成り立つとす

る。このとき，を求めよ。

 の条件を満たす  のうち，逆行列をもたないものは  に限ることを示せ。

   
     

  
……①とする。

 のとき ①の左辺   
 

 
，①の右辺 

  

 
 
 

 

よって，のとき①は成り立つ。

 のとき①が成り立つ，すなわち   
     

  
と仮定する。

のときを考えると

   
 

 
  
 

   
     

  

 
       

 
 

  

 

よって，のときにも①は成り立つ。

，から，①はすべての自然数について成り立つ。

       
 

 
  

 

 
 
 

 


 
 

       
 

 

であるから  
 

 
 

 

 

ゆえに  
 

   
 

 
 

 

 
よって  

 

 
 

 

 

したがって 


 
 

   
 

 



  
 

   
 

 
 
 

 

 ，から

    
     

  
 
 

 
 

      

   

よって，  について

   
   

      ･   ･         
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ゆえに のとき，のとき

したがって，  のうち逆行列をもたないものは  に限る。
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自然数に対して辺の長さがとの長方形を  とする。下図のように  から辺














の長さの正方形を除いた図形を  とする。

このつの図形  と  を，辺の長さの正方形および辺の長さがとの長方形の

タイルを用いて，すきまなく埋めることを考える。  および  をタイルで埋める異な

るパターンの数を，それぞれ  および  とする。例えば  と  を埋める異なるパタ

ーンはそれぞれ

となり，  ，  である。

  と  を求めよ。

   および   を   ，   ，  を用いて表せ。

  
 

 

 

 
 

 



を満たす次正方行列を求めよ。

  の値を求めよ。




 
 



    

 右の図より      

下の図より       

･･

 辺の長さの正方形のタイルを，辺の長さがとの長方形のタイルをとす

る。

  を埋める異なるパターンは，   にを加えるパターンと   にを加える

パターンを合わせただけある。

よって        

  を埋める異なるパターンは，次のパターンを合わせただけある。

   にをつまたはをつ加える。

   に，をつずつ，下の図のように加える。

 の上下を逆にする。

 


 

  にをつ，下の図のように加える。

よって          

 
        

      ･ 

    ･   ･ 

であるから

 
 

 

 

 
  

  

    
 

 



よって  
  

  

  

 から  






 






   






  
  

  

    
  

  

  

 
  

  

  

よって        ･･･

 から                   

       ･･･
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