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平面において，点 ， を中心とする半径の円をとする。ただしと

する。円の周上に，座標が正である点と，点 ， をとる。更に，点に

おける円の接線と軸との交点を，点，を通る直線と軸との交点を，

をとする。このとき，点，，を頂点とする△について，次の問

いに答えよ。

 △は辺を底辺とする二等辺三角形であることを示せ。次に，これが正三

角形となる場合の，の値を求めよ。

 △が正三角形となり，更に頂点のつが原点と一致する場合の，との関係

式を求めよ。

 △が正三角形となり，更にその外接円の半径が円の半径と等しくなる場

合の，との関係式を求めよ。

 

















  

  

 

  

よって 

ゆえに，△はを底辺とする二等辺三角形で

ある。

△が正三角形となるのは，

すなわちのとき。

よって 

 であるから 

また，がと一致するから 

よって    

ゆえに ：：： したがって 


















 △が正三角形で，その外接円の半径がであ

るから  

よって，の座標は

 

 ･






 ……①

一方，△が正三角形のとき，より

であるから，の座標は



･








……②

①，②から








したがって 
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実数とに対して，次関数   ，   を   
 







 ，

   
  








    

     



とする。





，    ，     の大小を比べよ。また，このつの値が等しく

なるの値をすべて求めよ。

 はで求めた値とは異なる定数とする。

ア 次方程式   の判別式を   とするとき，次方程式   の解，

  を求め， 



   
 


となることを示せ。

イ つの次方程式   ，   の一方が異なるつの実数解をもち，他方

が虚数解をもつためのの値の範囲を求めよ。

    



 

         




  





  












 



    





 




    








 




 

よって      



    

等号が成り立つのは，どちらものときで，よりで

あるから





，



，



，



 すなわち 




，



，



，





のときである。

このとき，つの値が等しくなる。

 がで求めた値とは異なるとき

    



     ……①

ア    


 








    

     




       
    

   の解，  は，①により

    ，    

よって  



   





  







         







     



 

イ    の判別式を  とすると

 


 



･･




 



 

 


  




次方程式   ，   の一方が異なるつの実数解をもち，他方が虚数解を

もつための条件は，   と  が異符号となることである。

 … 



…      …




…     …

           

         

①により，   と  の符号は，次の表のようになる。

よって，求めるの値の範囲は





，    




，    
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とし，点を原点とする平面において，点， ， ， ， を頂

点とする三角形と，互いに相似なつの二等辺三角形 ，，を

考える。ここで，辺，，はそれぞれの二等辺三角形の底辺であり，点は

直線に対して点と反対側に，点は第象限に，点は第象限に，それぞ

れあるとする。  とおく。次の問いに答えよ。

 点，の座標を，，の式で表せ。

 直線，および直線の方程式をの形で求めよ。

 直線との交点を  ，  とする。比



を，の式で表せ。

 点の座標を，の式で表し，直線，，が点で交わることを示

せ。

























 の座標はであるから，座標は



よって  ，

であり，の座標はであるから，

座標は  ･ 

よって ， 

 直線の方程式は


 

    

よって   

直線の方程式は 
 

 


よって   

   ，  は直線，上にあるから

    ，     

よって         

整理して      

線分はの範囲にあるから  

また 

よって





 

 

 線分の中点をとすると  

 ， であるから  ，

と同じ大きさで， と同じ向きのベクトルは  ，

 


であるから   ，  ，

よって    ，  ， ， 

すなわち，点の座標は ， 

ゆえに，直線の傾きと



が一致する。

したがって，直線，，は点で交わる。
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次の問いに答えよ。

 のとき，不等式


  





 を示せ。また，等号が成り立つのはどのよう

なときか。

 数列  を  ，   


   



，，，……によって定める。

ア のとき     

 を示せ。

イ のとき   






   



 
を示せ。

ウ のとき   





 

 



を示せ。

 ，


であるから，相加平均相乗平均の関係より



  





  


 ･･








等号が成り立つのは，


かつすなわち


 のときである。

 ア  と   


   



から，すべての自然数について  で

ある。したがって，で示したことから，すべての自然数について  

 が

成り立つ。……①

したがって 
 

よって       


   






   





 

 



ゆえに     ……②

①，②から     

  

イ


   



 
   







   



 



   








 


 


 




 
      より

よって   






   



 
 

ウ のとき

  






   











   




  

 




また，イからのとき   





 

 


   




 であるから  


  







よって  












ゆえに   





 

 


  

のときは，  



，



 



であるから

  





 

 


  

以上から，のとき    
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，人が次のようなゲームを行う。第三者，以外の中立的立場の者がさいころ

を投げ，の目が出たらだけに点，の目が出たらだけに点を与え，かの

目が出たらだけに点を与える。その他の目が出たら，にもにも点を与えな

い。この試行を何回か繰り返し，先に得点の合計が点以上になった方を勝ちとする。

回目の試行でが勝つ確率を  とする。のとき，回目までの試行では勝

負はつかず，回目の試行でが勝つ確率を  とする。次の問いに答えよ。

  ，  ，  ，  を求めよ。また一般項  を求めよ。

          とするとき，
 



  を求めよ。また
 



  を求めよ。

 
 



  とするとき
 




 

 



   を求めよ。ただし，必要ならば

 




，

 




を用いてよい。

 回目ではの得点はまたはであるから  

回目でが勝つのは，回目と回目ともにが得点を得るときであるから

 


 








回目でが勝つのは，回目もしくは回目のいずれかにが得点を得て，回目

にが得点を得るときであるから

  


 






 












回目でが勝つのは，次の，のいずれかの場合である。

 回目から回目のうちとが回ずつ得点を得て，回目にが得点を得る

 回目から回目のうちだけが回得点を得て，回目にが得点を得る

，は互いに排反であるから

   ･ 


 






 






 







 



 






 












のとき，回目でが勝つのは，次の，のいずれかの場合である。

 回目から  回目のうちとが回ずつ得点を得て，回目にが得点

を得る

 回目から  回目のうちだけが回得点を得て，回目にが得点を得る

，は互いに排反であるから

    ･  


 






 




 

 







  



 




 

 








      



 




  



これは，のときも成り立つ。

          ･


  
 
･


 



  










      
  





よって
 



  



  












また
 



  
 



   
 



   
 



 

       
 



         
 



    
 



 

           
 



 

 ･


  
 
･


 
･･






 



 

 
   




 



 

よって
 



  


 




   
  






  

･ 

 
 



  
 


 



  
 
 




･

  

 





 
 




･


















よって
 




 

 



   
 






  

･ 


 



     



  


 
 




･

  




 




 















 
 





  




 



 















６ [2009 金沢大]

関数   は区間 ， で連続で，偶関数，すなわち      であるとする。次

の問いに答えよ。

 


    


   を示せ。

 関数   


       について

    


    


   

      

を示せ。

 関数   は，更に等式   


       を満たすとする。こ

のとき，関数           について

       

 





    


   



が成り立つことを示し，        を導け。

  

  

 とおくと 

よって 


    


    

  


    


   

 


   

 であるから，

のとき   

のとき 

よって    


        


      




   


    


    


   

       


          


     




    


   

            

            から

         

              ……①

①から        

ここで，      より        

より，    


    


   であるから
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より，


    


   であるから     

ゆえに     

また  





    


   

              

          

①から             

より，       であるから

            

          

したがって  





    


   



よって，





      
    は定数である。






      
     として，を代入すると







      
    

       であるから 

ゆえに





      
    

    ，   は実数の値をとるから 
     ， 

    

ゆえに     ，   

   より        

７ [2009 金沢大]

とは定数で，つの数列  と  は次の関係式を満たすとする。

 



    ，
 



     ，，，……

次の問いに答えよ。

  と  を，とだけの式で表せ。

 次の正方行列で 
 

 
 




がすべての自然数について成り立つものを

求めよ。

 ，のとき， 



を求め，さらに  と  の一般項を求めよ。

 



    ，
 



    とおくと

    ……①，     ……② ，，，……

 ①，②においてとすると    ，    

これらを連立させて解くと  


   ，  


  

 ①，②においてをとすると

      ……③，       ……④

③①から       

すなわち         ……⑤

④②から       

すなわち         ……⑥

⑤，⑥を行列を用いて表すと

 
 

   
 

 
 
 

   




行列 
 

 
について

･    ･

ゆえに  
 

 




 
 

   
 

   






  
 

   
 

   




 


  
 

   




したがって 


  
 

 

 ，のとき，から   ，  

よって  



 







  
 

   






  




ゆえに   






  




また， 
 

 
 




から

のとき  



    






 

 


  





 

 


  




これはのときも成り立つ。

したがって  
 

 



，  
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