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 ，

 ，

座標平面上に点 ， ， ， をとる。また，原点

との中点を，との中点を，との中点

をとする。さらに，△の内接円を  ，△

の外接円を  とする。

 円  の半径  と中心  の座標を求めよ。

 円  の半径  と中心  の座標を求めよ。

 円  と円  が接することを示せ。

 円  の中心  は第象限にあり，  が軸と軸に接するから，  の座標

は  ，  である。

，，      

△△  △  △  であるから




･･




･･  




･･  




･･ 

これを解いて  

よって，中心  の座標は  ，

 中点連結定理により 








･





△は の直角三角形であるから，外接円  の中心  は辺の

中点である。

よって，  の半径  は  









中心  の座標は 


 


  ，
 


すなわち  




，

    


 





   



，     









円  ，  の中心間の距離   と半径の差    が等しいから，円  と円  は

接する。
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 ，

， 

 ，

， 

座標平面上に ，， ， ，

，  ，，  を頂点とする正方

形がある。ただし，，，    

とする。また，直線，が直線

と交わる点をそれぞれ ，， ， とす

る。

 直線，の方程式を，を用いて

表せ。

 ，，，を，を用いて表せ。

 とおくとき，をの式で表せ。また， を示せ。

 をの式で表せ。また，の最小値を求めよ。

 直線の方程式は

        

整理すると        

   であるから      ……①

直線の方程式は

        

整理すると        

   であるから      ……②

 ……③ とする。

①③  から 

①③  から 

であるから 
  


，

  



②＋③  から 

②③  から 

であるから 
  


，

  



よって 
  


，

  


，

  


，

  



 から      

よって 
   




 



，   とおくと

    

であるから

 ･



      ･

したがって 

 
   


･

   




  


･

  




 

  





   




     




   




 

 


 

     




 

 から


 




 
 

よって，の最小値は  
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座標平面上に，円：    と直線：がある。また，点

 ， ，，  を結ぶ線分の中点をとする。

 円の中心の座標と半径を求めよ。

 円と直線の共有点の座標を求めよ。

 座標平面上の点 ， に対して，      の値を求めよ。

 連立不等式
     

  
の表す領域をとする。点 ， がこの領

域を動くとき，    の最大値を求めよ。

    ……①から 
    

   

よって，円の中心は  ， ， 半径は 

 から  ……②

②を①に代入して 
       

整理すると   すなわち     

よって ，

②から，のとき  のとき 

したがって，求める共有点の座標は  ，， ，

 線分の中点の座標は  
 


，
  



すなわち  ，

よって      


    
   

  
       


         

     













  







 











 領域は，右の図の斜線部分のようになる。

ただし，境界線を含む。

また，より      

よって，    が最大となるのは，  が最大と

なるとき，すなわち領域を動く点が点から最も

遠くなるときである。

円の中心 ， を  とし，直線  と円の交点

のうち，点から遠い方の交点を  とする。

直線  の傾きは
 

  





点と点 ， を通る直線の傾きは
 

  


点と点 ， を通る直線の傾きは
 

  






であるから，点  は領域の点である。

よって，点が領域を動くとき       

     
   



したがって，求める    の最大値は  
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実数に対して，関数   を    


  とおく。

 関数   を求め，そのグラフをかけ。

    の接線で傾きがのものをとする。の方程式を求めよ。

 直線，接線，曲線   で囲まれた図形の面積を求めよ。



 
    

     

 のとき

 


   


   




 



  

 のとき

 


   


     


   






 



  





 



 

 



    




  

   
   





  





 のとき

 


   


    

～から

   
    

       

    

   のグラフは，右の図のようになる。

 傾きの接線はの範囲でグラフに接する。

のとき     

とすると 




また  







 



･










よって，の方程式は 








すなわち 





 求める面積は
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とする。

 のとき，不等式  



が成り立つことを示せ。

 の不等式を用いて
 
   であることを示せ。また，

 
    を調べよ。

 を実数の定数とするとき，方程式   の異なる実数解の個数を調べよ。

 方程式 
       の異なる実数解の個数を求めよ。

       



とおく。

      ，      

よって，  のとき     より，  で    は単調に増加し，     である

から，  のとき     

ゆえに，  で   は単調に増加し，    であるから，  のとき    

したがって，  のとき   




 から，  のとき   








逆数をとると  






各辺に    を掛けると  
 


  



 

  


であるから，はさみうちの原理により 

 


 




すなわち 
 
   

次に，  とおくと，  のとき であるから

 
    

 


 



 


 



 
     

よって 
 
    

 方程式    の異なる実数解の個数は，関数     のグラフと直線  の共

有点の個数に一致する。

 …  …

      

     

    
    






    とすると  

   の増減表は右のようになる。












 


から 
 
   ， 

 
    

よって，     のグラフは右の図のようになる。

直線  との共有点の個数を調べて，求める実数解

の個数は

 のとき 個

 ，  のとき 個

  のとき 個

         から

              

よって    ，
 


から，    の解は 個

  
 


の解は，  
 


であるから 個

  
 


の解は， 
 


であるから 個

また，のグラフから，異なるつの実数，に対し，    と    が同じ

実数解をもつことはない。

したがって，求める個数は 個
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 のとき，不等式








を示せ。

   

   ，，，…… とおく。  の値を求めよ。

更に，等式  
      ，，，…… を示せ。

  ，  ，  および  の値を求めよ。

 不等式  


  



      を示せ。

    








  とすると

    











，    














    であるから，    は単調に増加する。

また，    であるから，で     

よって，で   は単調に増加し，   であるから   

したがって 









   


  




    

   





 
  

また，，，……のとき

  

  





 
   



    

     

 から   
    

 
    

 
    

 
    

 
    

 
    

 
    

 
    

 のとき  

よって，のときから  










ゆえに  


  



   

 


 

  

  

とおくと   ゆえに 

よって  
 


  

 


 ･



 

ゆえに，から
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 自然数に対して， 
  


を求めよ。また



 
    





を示せ。

 以上の自然数に対して，    
 







 を示せ。

 以上の自然数に対して，
 










 ……







    を示せ。

  
  






 

      

において，


 








であり，等号は常には成り立たないから

 
  

 
 

  


 

  




よって


 
    





 で示した不等式から，自然数に対して

    



……①



 
     ……②

①から
 



       
 








よって     
 








ゆえに     
 







……③

②から 
 

 




 


 

 

      

よって
 









ゆえに
 







 ……④

③，④から     
 









 ④から，以上の自然数に対して









……






よって 
 




……


 

ゆえに






 ……








よって





 










 ……









 








ゆえに
 










 ……







  








よって，③から

 










 ……
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行列 
 

 
， 

 

 
に対して，   とおく。

また，，，，……に対して，  ，  を 



   




で定める。

  およびを求めよ。

  ，  を求めよ。

 実数を超えない最大の整数を  で表す。このとき 


     

，，，……を示せ。また  


    


   とするとき，
 
  の

値を求めよ。

 


･  ･    
 

 




  
 

 




  
 

   
 

   
 

 




  
   

     
 

 




  
  

  

 
  

  

   
    であるから   

ここで，   ，    とおくと

 



   





 
 

   
 

   


  
 

   







  


 


   
 

   







  

 

    

  
 

  







  

 



 

ゆえに      


   ，

 



   




   


  

 の各成分は整数であるから，  の各成分も整数である。

よって，  は整数である。

   


   から    


  

ここで，    であるから      ……①

よって  
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また      


           
  

①から 
 
 

   

ゆえに 
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