
１ ●[文24]絶対値付き関数の合成関数g(x).g(x)=c(0<c<1)の解法[2001 数学ⅠⅡＡＢ(文理)24]

関数           を用いて，関数            

を考える．   のとき，    を満たすを求めよ．

解説

    
      

  
    

 



のとき            

ゆえに  



のとき    









のとき     





























 のとき            

ゆえに 







のとき     





 のとき     

以上から

    のグラフは右図のようになる．

  であるから，右のグラフより    を満た

すは 



，
 


，
 


，
 



２ ●[文179]3次曲線の接線が1本の証明.正の傾きをもつ条件[2001 数学ⅠⅡＡＢ(文理)179]

，，は定数とし，  とする．

 曲線     の接線で点 ， は実数を通るものがただ本存在する

ことを示せ．

 の接線が正の傾きをもつためのの値の範囲を求めよ．

解説

     から     

よって，接点の座標を ，    とすると，接線の方程式は

           

すなわち         ……①

直線①が点 ， を通るから    

 から 
 


ゆえに  

 



よって，接点がただつであるから，点 ， を通る接線はただ本存在する．

    とすると   ……②

ここで，  ，  

よって，  のとき②を満たすは存在しない．

ゆえに，接線の傾きが正となるは存在しない．

 のとき②から





 





ゆえに 














よって，から










 










 から
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３ ●[文216]条件を満たす曲線の方程式.直線と接する条件[2001 数学ⅠⅡＡＢ(文理)216]

，を正の定数とし，平面ベクトル   ， ，   ， を考える．線分

の中点をとする．直線，上にない平面上の点に対し，点を通り，直線

に平行な直線と直線との交点をとし，点を通り，直線に平行な直線

と直線との交点をとすると，  ，  と表される．ただし，，

は実数である．次のものを求めよ．

 を正の定数とするとき，  
   を満たす点のなす曲線の方程式

 直線がと接するとき，の値

解説















  ，







  ，  であり，かつ点は

直線，上にないから

 ，  

また   

よって，   ， とおくと

 ，  ，  ，

 ，  ……①

よって 





 
 



 



 
   ……②から 

 





 





ゆえに  


 









 


 


 


   ……③

②で  とすると  

よって，①から  ，  ，  ……④

②で  とすると  

よって，①から  ，  ， ……⑤

③，④，⑤から，曲線の方程式は

 


 


 


  

ただし，  ，  ，  ，  ，  ，

 直線の方程式は  
 


 ……⑥

直線と曲線が接するから，③，⑥より




 


 


   

 


 

すなわち           

の判別式について  

よって          

 であるから 



４ ●[理216]2つの三角形の外心が一致するときの条件[2001 数学ⅠⅡＡＢ(理)216]

△の外心外接円の中心が三角形の内部にあるとし，，，は

   

を満たす正の数であるとする．また，直線，，がそれぞれ辺，，

と交わる点を，，とする．

 ，，，を用いてを表せ．

 △の外心がに一致すれば   であることを示せ．

解説

 






 



   かつ    から

 










また，    とおける．

  










点は辺上にあるから 








 

よって 
 


 

  であるから  


 

ゆえに  


 


 △の外接円の半径をとすると，から




 


同様にして 


 
， 



 


   から 


 




 



 

この式の値をとおくと

    ，     ，    

辺々を加えると       

よって        

   から 




ゆえに 
 


……①， 

 


……②， 

 


……③

① ②から  
 



よって 


     ゆえに  

これと③から   
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５ ●[理234]有限複素数列と1の6乗根との関係.とり方の個数[2001 数学ⅠⅡＡＢ(理)234]

を以上の自然数とする．有限複素数列  ，  ，……，  の各項はいずれも方程式

 の解のつであり，かつ，関係式   ……  を満たしているとする

  ，  ，……，  の中にが含まれ，が含まれていないとすれば，







， 






はいずれも  ，  ，……，  の中に含まれることを示せ

  のとき，のような複素数列  ，  ，……，  のとり方の個数を求めよ．

解説

  から           ただし， ，，，，， と表

される．

 ，，，，，に対して

 ， 





， 






，， 






， 







 ，  ，……，  の中に

が個， 





が個， 






が個， 






が個，







が個含まれるとすると，   ……  から

  





   






   






   






  

すなわち 















 

       

，，，，は実数であるから



















 ……①

    ……②

①から     ……③

②から     ……④

③，④から   ，   

 ，  ，  から  ，  

よって， 





， 






はいずれも必ず含まれている．

  とから


     

  

  

ゆえに        

よって    ……⑤

 ，  ，  であり，かつ，，は整数であるから，⑤を満たす，，の

組は  ，，  ，，

ゆえに  ，，，，  ，，，，

よって，求める複素数列のとり方の個数は







６ ○[文255]16秒でサイレンの信号.2種類のサイレンの鳴らし方[2001 数学ⅠⅡＡＢ(文理)255]

サイレンを断続的に鳴らして秒の信号を作る．ただし，サイレンは秒または秒鳴

り続けて秒休み，これを繰り返す．また，信号はサイレンの音で始まり，サイレンの

音で終わるものとする．

 秒または秒鳴り続ける回数をそれぞれ回，回とするとき，，の満たす

関係式を求めよ．

 信号は何通りできるか．

解説

       から   

 ，は負でない整数であるから  ，  ， ，，，，

よって        
･･  

･･  
 通り
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７ ●[理286]数直線上の動点の座標の期待値[2001 数学ⅠⅡＡＢ(理)286]

数直線上の原点から出発して，硬貨を投げながら駒を整数点上に動かすゲームを考え

る．毎回硬貨を投げて表が出れば，裏が出れば，それぞれ駒を進めるとする．

ただし，点または点に着いたときは以後そこに止まるものとする．

 回目に硬貨を投げた後，駒が点にある確率を求めよ．

 回目に硬貨を投げた後，駒がある点  の期待値   を求めよ．

解説

 回目に硬貨を投げた後，駒が点  にいる確率を    とすると

    


   


    ……①

   


    ……②

   


    ……③

①，②，③から    


   

よって，を以上の整数とすると

 のとき       


 


    

  のとき       
 

 


     


 




 


 




  について

 のとき 裏 が出る．

 のとき 表裏裏 の順に出る．

     のとき

まず，回目に表が出る．

，回目に表が回，裏が回ずつ出る．

以後，同様にして，  ，  回目にも表が回，裏が回ずつ出る．

更に，  回目と  回目には裏が出る．

よって，   のとき

   










 







･ 






 










 






 



……





 

 






 




 






  



……

 

 




 







･


 

 









 




 

 




 のとき

       ･     

 について

 のときと同様に考える．

  のとき

   






 







･ 






 



……





 

 






 



  








 

 




 のとき

       ･     

また，の結果と②，③から

  のとき       

 のとき      
 

 




以上から

  のとき

     




 

 







 



 




 

 





 のとき

     




 

 





 

 



 




 

 





  表が出てだけ動いたときの増加量を，裏が出てだけ動いたとき

の増加量をとする．

回目に硬貨を投げたときの増加量を  とする．

点，，から移動するときの増加量の期待値を  ，点，から移動するときの

増加量の期待値を  とすると

 



 



，  

ゆえに    

よって        …… 

       ……   



８ ○[3C111]対数不等式の証明.平均値の定理利用[2001 数学ⅢＣ111]

を自然対数の底とする．   のとき，不等式

     
 



が成り立つことを証明せよ．

解説

      とおくと    




区間   において，平均値の定理により，

        



となるが   の範囲に少なくとも

つ存在する．

ここで，   から   

ゆえに 








よって，  から      
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９ ●行列で表された数列の漸化式.整数p,qの決定[2001]

ある正の整数，に対し，

 
 

   
  

    
 


  ，，，……

を満たす正の数の数列  が存在するものとする．このとき，，の値を求めよ．

解説

条件から 
         ……①

         ……②

②から         

 であるから  
 

  

よって，数列  は，公比
 

 
の等比数列である．

数列  の初項をただし，  とし， 
 

 
とおくと 

 

これが①を満たすから         

  であるから      

ゆえに        よって  ，

 のとき 
 

 
 ゆえに     

これを解くと，  となり不適．

 のとき 
 

 
 ゆえに     

整理すると    

すなわち    

変形して       

，は正の整数であるから，  ，  も正の整数である．

また   ，   

よって   ，   

したがって  ，  

10 ○絶対値付き関数の定積分で表された関数の最大,最小[2001]

閉区間，で定義されたの関数     


  



の最大値および最

小値とそのときのの値をそれぞれ求めよ．

解説

   のとき

    


   



  



   





 




   


 



   




    



 




 

  



 




  

ゆえに， 



のとき最大値；  ，のとき最小値

   のとき

    


   










   




  



  





  



 




 





ゆえに，  のとき最大値， 



のとき最小値

，から， 



のとき最大値， 




のとき最小値
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