
１ ●[理87]各面が合同な鋭角三角形である四面体の存在証明[2003 数学ⅠⅡＡＢ(理)87]

 平行四辺形において，，，，と

する．このとき，    


 
   が成り立つことを証明せよ．

 つの正の数，，  が      を満たすとき，各面の三角形の

辺の長さを，，とする四面体が作れることを証明せよ．

解説

 



 









 対角線の交点をとする．

において，中線定理から

   
  

ゆえに    


 


 


 




よって    


 
  

 条件から，，，，である平行四辺形

を考えることができる．対角線の交点をとする．

条件      ……①とから


 
    

ゆえに ……②

また，条件から ……③

ここで，直線を回転軸として，点を回転することを考える．





 















回転した点をとする．

①，③から，△は鋭角三角形．

よって，△も鋭角三角形．

ゆえに，点から辺に垂線を引くと





……④

ここで，であるから 

これと，④から 

すなわち ……⑤

ゆえに，点を回転するときの点，の距離をとすると，はからまで

連続的に変化する．

よって，②，⑤から，が値をとるような点の位置が存在する．

を満たすときの点の位置を点とすると，四面体は，すべての面の

三角形の辺の長さが，，である．

２ ○[理249]1～10が4枚ずつからk枚,3枚が同じ確率が最大のk[2003 数学ⅠⅡＡＢ(理)249]

つの箱の中にからまでの数が書かれたカードが枚ずつ計枚入っている．こ

の箱から枚  のカードを同時に取り出す．このうちの枚のカードが同じ

数で残りはこれとは違う互いに異なる数となる確率を   とする．

    を求めよ．

 のとき，   
  

  
を求めよ．

    を最大にするの値を求めよ．

解説

    
   

 




       

       


            

   

    
   

  


              

   
    

           

      

  

    
        

  


   

  


   

  

であるから   

よって のとき     すなわち       

のとき     すなわち       

ゆえに                              

よって，のとき最大となる．
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３ ◎[3C29]確率で表された数列.商の最小.極限[2003 数学ⅢＣ29]

サイコロを回投げて，の倍数が回出る確率を    とする．各について，

   を最大にするを   とする．ただし，このようなが複数あるときは，最も

大きいものを   とする．


   

  
を求めよ．

 のとき，
  


を最小にすると，そのときの

  


の値を求めよ．


 


  


を求めよ．

解説

     


 




 

 







   


 


であるから

   

  


   

       


  
 


 

  
，，……，

，
   

  


    

  


  

  

ゆえに 
 


のとき        


 


のとき        


 


のとき        

よって，を自然数として

 のとき
 


であるから

       ……         

         ……   

ゆえに    
 



よって
  














，

 


  







 のとき
 







であるから

       ……        

     ……   

ゆえに    




よって
  






，

 


  







 のとき
 







であるから

       ……        

     ……   

ゆえに    
 



よって
  














，

 


  







，，から，のとき
  


を最小にするの値は，でが最小のとき

であるから 

このとき
  















また，，，から
 


  







４ ○[3C83]円上と直線上の2点を結ぶ線分の長さの最大値[2003 数学ⅢＣ83]

を原点とする座標平面上の，半径の円周：    と直線： 

との交点を，とする．円周上の点 ， はの範囲を動く．線分と

線分の交点を，点から線分へ下ろした垂線の足をとするとき，線分

の長さの最大値をを用いて表せ．

解説













 







 



 ， の座標について   

点から軸に下ろした垂線をとする．

このとき ：＝：

よって 
･ 



   



    




   とすると

       





    


    



   ･





      

   


 
   

    とすると    ゆえに  


  … 
 … 

      

    極大 

から 
であり，   の増減表は

右のようになる．

よって， 
 のとき   すなわちは最大で，

その最大値は
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５ ●[3C135]関数のグラフから新たな関数のグラフの推察[2003 数学ⅢＣ135]















   

   のグラフ

各点で微分可能な関数   のグラフが右の図で与

えられている．

このとき，    と 


   のグラフの概形を

描け．

また，そのようなグラフを描いたポイントを列挙して説

明せよ．

解説

     のグラフを描いたポイントとその説明．

①     は，   のグラフの接線の傾きである．

②       から        

ゆえに        

よって，    は偶関数である．





















したがって，    のグラフは軸に関して対

称である．

③ で調べると，

からの近くまでは    ，

その後までは単調に減少，

のとき極小で    ，

のとき単調に増加，

のとき    

よって，グラフは右図のようになる．

  


   のグラフを描いたポイントとその説明．

① のときは 


   は   のグラフと軸とで囲まれた図形の

における面積を表すから，単調に増加する．

② のとき

 


      のグラフと軸とで囲まれた図形の における面積

であるから，単調に減少する．

   






③ のとき極大で 


   

④ のとき

 


    


     

 


   

であるから， 


   のグラフは軸に関

して対称である．

よって，グラフは右図のようになる．

６ ●[3C268]座標平面上の点列.座標.点列の列挙[2003 数学ⅢＣ268]

をでない実数とする．

座標平面上の点列    ，  ，，，……を次のように定める．

  ，   ， ， 



 
  

     
 

 
 



，，，……

    の座標を求めよ．

    となるが存在するためのの条件を求めよ．そのときの点列をすべ

て求めよ．

解説

  



 



 



 



，

 



 
  

     



 



 

  

  
    




，

 



    

  

     



 



       



  



 





    




から，

 





   ……   
    





 

  

   



と類推される．

このことを，数学的帰納法で証明する．

 のとき 左辺 



，右辺

 

   



 




ゆえに，成り立つ．

 のとき

 




 

  

   



が成り立つと仮定する．

 
 

 

 

  

   
  

     



 




 

  

   
 

 
 





   

  

   



 




  

  

   




ゆえに，のときも成り立つ．

，から   
 

  

 
，
  

  

 


 

  

 
 かつ

  
  

 


から 
     ……①

，かつ，①を満たす以上の自然数が存在するから   

ゆえに 

次に，の場合，が奇数のとき   ， ，が偶数のとき   ， ；

の場合，が奇数のとき  ，  ，が偶数のとき   ，
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７ ●[3C272]2次方程式の実数解と漸化式.点列の座標.収束条件[2003 数学ⅢＣ272]

次方程式  は実数解，をもつものとする．

座標平面上の点列    ，  ，，，……を次のように定める．

  ，   ， ， 



 
 

    
 

 
 



，，，……

  ，  の座標をのみを用いて表せ．

  の座標をのみを用いて表せ．

  のとき，    ，  がある点 ， に収束するための必要十分条件を

に関する条件として与え，その点 ， を求めよ．

解説

  の解が，であるから，解と係数の関係により

，

 



 
 

    



 



 




 
 

  
 

  

     

ゆえに

 



 

  

       



 




 



 



 

 

 


   




 



 

  

       
 

 
 





   



  



 





   




 



 

  

  


     





よって  
 ，   ，  

   ，    

 問題文から   ，

次に，から，が自然数のとき，

 
 ……      




……①

と類推される．

これが正しいことを，数学的帰納法で証明する．

 のとき

左辺   



，右辺･ 




 




ゆえに，のとき，①が成り立つ．

 のとき

 
 ……      





が成り立つと仮定する．

  
 ……      

  

       



 





 ……      



  



 





 ……      




 




  
 ……      




 





   ……    





ゆえに，のときも，①が成り立つ．

，から，が自然数のとき，①が成り立つ．

以上から   ， ，が自然数のとき

 
 ……    ，  ……   

  のとき
 
  

 
となり，不適．

 のとき
 
  となり，不適．

  のとき
 
  



 
，

 
  



 
となり，適する．

ゆえに，収束するための条件は 

このとき  


 
，



 

８ ○最大公約数が1になる自然数の個数[2003]

を自然数とするとき，でとの最大公約数がとなる自然数の個数を

   とする．

    を求めよ．

 ，を互いに異なる素数とする．このとき，   を求めよ．

解説

 以下で，かつと互いに素である自然数は，，，，，，，

よって    

 からまでの個の自然数のうち，，，……，  ；，，……，

  とを除いたものの個数であるから
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９ ●放物線と法線で囲まれる面積の最小[2003]

放物線：    を考える．放物線上の点 ，    におけるの

接線と直交し，を通る直線をとする．直線と放物線とで囲まれる図形の面積を

   とする．

 直線の方程式を求めよ．

 点をの範囲で動かす．   が最小となるときの，直線の傾きと  

を求めよ．

解説

   から  

であるから

：


     すなわち 



  





 放物線  と直線


     の交点の座標を求める．

   


  

よって     





とすると   




であるから 


  

，であるから


  
である．したがって

     

  



     


  









  


  








 


  







  ･


  



 




  
，， すなわち 




のとき等号が成り立つ．

よって，最小値は


 
このとき 






10 ○三角形の内分点.線分の長さ[2003]

△の頂角の等分線と辺との交点を，点から直線へ下ろした

垂線の足をとする．以下では，，とする．

 は線分を  ：  に内分する点であることを証明せよ．

 線分の長さを，を用いて表せ．

解説



 





 点から辺へ下ろした垂線の足をとする．

つの直角三角形とにおいて

，は共通

ゆえに △△ よって 

ゆえに





△

△









よって，題意は成り立つ．

     ･
･ 

 


･ 




･
   

 







  ･  

   


  ･ 
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