
１ ●[理44]pは3以上の素数.2/x+1/y=1/pのとき2x+3yの最小値[2009 数学ⅠⅡＡＢ(理)44]

，を正の整数とする。













を満たす組 ， をすべて求めよ。

 を以上の素数とする。











を満たす組 ， のうち，を最小に

する ， を求めよ。

解説













から 

よって      ……①

また，，から ， ……②

①，②を満たす整数，の組は

，   ，， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

よって  ，  ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，













から 

よって       ……③

また，，から ， ……④

は以上の素数であるから，  の正の約数は ，，，，  ， 

ゆえに，③，④を満たす整数，の組と，そのときの，，の値

は，次の表のようになる。

        

        

           

           

                   

ここで，であるから


   

     


   

     


   

     


         



よって         

表より，のとき  ，  ，

したがって，を最小にする ， は  ，  ，

２ ●[文95]さいころn回.目の積の一の位がjとなる確率Pn(j)の問題[2009 数学ⅠⅡＡＢ(文理)95]

さいころを投げると，からまでの整数の目が等しい確率で出るとする。さいころを

回，，，……投げるとき，出る目の積の一の位が，，，……，

となる確率を    とする。

    ，    ，    を求めよ。

     を，    と    を用いて表せ。

                を求めよ。

解説

 さいころを回投げて，となるのは，

 回目，回目  ， ， ， ， ， ， ， ， ，， ， の通りであるから

   







となるのは， 回目，回目  ， の通りであるから

   







となるのは， 回目，回目  ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， 

の通りであるから

   







 回投げてとなるのは，

 回までの目の積の一の位がで，回目にが出る。

 回までの目の積の一の位がで，回目にが出る。

のどちらかの場合だけである。

よって     


    


   

 回投げて目の積の一の位が｢またはまたはまたは｣すなわち｢以外の奇

数｣となるのは，回とも，，，以外の目が出る場合，すなわち回ともまた

はが出る場合であるから

               


 







３ ●[理96]さいころをn回投げて出る目の積の一の位がjとなる確率[2009 数学ⅠⅡＡＢ(理)96]

さいころを投げると，からまでの整数の目が等しい確率で出るとする。さいころを

回，，，……投げるとき，出る目の積の一の位が，，，……，

となる確率を    とする。

    ，    ，    を求めよ。

     を，    と    を用いて表せ。

                を求めよ。

    を求めよ。

解説

 さいころを回投げて，となるのは，

 回目，回目  ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

の通りであるから    







となるのは， 回目，回目  ， の通りであるから

   







となるのは，

 回目，回目  ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，

の通りであるから    







 回投げてとなるのは，次の，のいずれかの場合である。

 回までの目の積の一の位がで，回目にが出る。

 回までの目の積の一の位がで，回目にが出る。

よって     


    


   

 回投げてが｢またはまたはまたは｣すなわち｢以外の奇数｣となるのは

回とも，，，以外の目が出る場合，すなわち回ともまたはが出る場合

である。

よって                


 







 回投げてとなる確率は，が奇数となる確率から，，，となる確率

を引いたものである。

よって，求める確率    は，回とも奇数が出る確率からの確率を引いたもので
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４ ●[文211]接する放物線と円.円弧,放物線,x軸で囲まれた面積[2009 数学ⅠⅡＡＢ(文理)211]

放物線    と円 
    

     が，点 ， で接している

とする。ただし，とする。この円の中心から軸に下ろした垂線と軸と

の交点をとしたとき，であるとする。ここで，放物線と円が点で接

するとは，が放物線と円の共有点であり，かつ点における放物線の接線と点にお

ける円の接線が一致することである。

 ，の値を求めよ。

 点と点を結ぶ短い方の弧と軸，および放物線で囲まれた部分の面積を求め

よ。

解説

  ，， ，， ， であるから

，  ，， 

とのなす角はであるから ･   

よって   ･  ･  ･･ 



ゆえに 











 

 

 

 




 であるから 

   


 



 

よって 
   





より 


ゆえに  


……①

直線の傾きは
 

 
















よって，放物線  の点における接線の傾きは であり， であるか

ら 

したがって  


……②

点は放物線  上にあるから   すなわち



･

②を代入して



 

 ゆえに 

 と②，①から 



，




 から軸に下ろした垂線と軸の交点をとすると，求める面積は

 


 ＋台形の面積扇形の面積

  
 


 



   



･ 


･ 




 




 



 
















５ ○ベクトルの大きさ･内積の条件から四面体の体積を求める[2009]

空間のベクトル ，， ， ，， ，が，条件    ，

･



，･




，･




を満たしているとする。ただし，，は

正の数とする。

 ，の値を求めよ。  三角形の面積を求めよ。

 四面体の体積を求めよ。

解説

  から     ……①

･



から 




……②

①，②から  


 







であるから 




  

の結果から  



，



，

よって 



 



 


  ，  ，･



であるから





 









 ･ 

 


 ･ 


 



























  ，， とおく。

 から       ……③

･



から 




……④

･



から











……⑤

③，④，⑤から 



，





△は平面上にあるから 



  




･




･



 


６ ●[3C57]円と双曲線が接する条件(2),正三角形ができる条件 [2009 数学ⅢＣ57]

，とする。点 ， を中心とする半径の円が，双曲線  


と

点 ，， ， で接しているとする。ただし，とする。ここで，双曲線と

円が点で接するとは，が双曲線と円の共有点であり，かつ点における双曲線の接

線と点における円の接線が一致することである。

 ，，を，とを用いて表せ。

 △が正三角形となるとが存在するようなの値の範囲を求めよ。

解説

















 解 点 ， を中心とする半径の円

の方程式は

  
    

両辺をで微分すると

 





のとき








 

また，  


の両辺をで微分すると 



･





のとき





 



双曲線と円が点 ， で接するので

  
     ……①

 


  ……②




 


 


……③

であるから③より    

よって 
 

 
……④

②，④から   
 


  

であるから  
 


  

……⑤

①，④，⑤から

 
 


  





  


  

 

であるから 
  

 

解  ， における双曲線の接線の方程式は






よって， ， における法線の方程式は
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この法線が円の中心 ， を通るから




  

であるから     

よって 


 

 ， は双曲線  


上にあるから

 




であるから  


 

 


  

点，の距離が円の半径に等しいので

    
   

 


  




 
 

 



 


  





  




 


  

 

であるから 
  

 

 は常に成り立つから，が正三角形となる条件はが成り

立つことである。

よって  ，より   

の結果を代入して
  

 
 

 


  

分母を払って    
   


     

について整理すると      
  

この式を満たすような正の実数が存在するためには

 
   であるから   

これを解いて 









であるから 




このときの結果からも存在する。

したがって，求めるの値の範囲は 




７ ●[3C116]定積分で表された関数の微分,グラフ[2009 数学ⅢＣ116]

関数   と   を

   


    

          

で定める。

 導関数    を求めよ。

    を求めよ。

    のグラフをかけ。

解説

    


   から       

よって        ･     ･  

     ･      ･

     

ゆえに





のとき         




のとき         





のとき         




のとき         

  



のとき

    から        は積分定数 ……①











  

ここで         

   


   であり，


   は

半径の半円の面積を表すから    




また，   


   であり，




   は半径の四分円の面積を表すから

   




ゆえに    














①より      ゆえに  




したがって    








のとき

     から    



    は積分定数 ……②

ここで  



     















②より  



  ゆえに  





したがって    









 



のとき

    から        は積分定数 ……③

ここで         

   


   

であるから    









③より        



から  






したがって    









のとき

     から    



    は積分定数 ……④

ここで  



       










④より  



   ゆえに  





したがって    









～から 



のとき    









のとき    














のとき    






 



のとき    








































































 から   のグラフは，右の

図のようになる。
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８ ●[3C196]行列Aによる点列の決定[2009 数学ⅢＣ196]

行列


  
 

 
に対して，座標空間の点  の座標  ，  ， 

，，，……を，  ，  ，   ，， ， 
 

 
 




，

       ，，，……で定める。

  を求めよ。

 点  ，  ，  の座標を求めよ。

 点  の座標を求めよ。

解説

  


  
 

   
 

 



  
 

 

   


  
 

   
 

 



  
 

 

  



 







  
 

   






  



から  ，  





また        よって   ，



，

 



 







  
 

   









  



から    





また        よって  



， 




，

 



 







  
 

   













  



から  




，  

また       



よって   




，，





  
 

 
 




を繰り返し用いて

 



 

 

 
   

 

 
……    





ただし，   
 

 
とする。

より，  


  
 

 
であるから，を以上の整数とすると

  
 

 

  
 

 

よって， のとき

 
 

 
   






  
 

   





  




 のとき

 
 

 
    




   






  
 

   








  






 のとき

 
 

 
    




    






  
 

   













･   




したがって      ，     ，     


･ 

のとき    
 

 

    
 

 

    であるから，のとき

  
 



    
 



              

 
 






･  




･




 












  


 




これは，のときも成り立つ。

             


  


 




             


  


 




のとき      

のとき      

のとき      

したがって，を以上の整数とすると

のとき  

 

，，


  

 

のとき  ，

 

，


  

 

のとき  

 

，

 

，
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